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 TÓM TẮT 

Tấm/vỏ là các kết cấu phổ biến trong cuộc sống thực tế, chúng được dùng 

làm mái che, sàn, tường, xilo, bể chứa,... Trong số các phương pháp dùng để mô 

phỏng cũng như phân tích ứng xử cơ học của tấm/vỏ, phương pháp phần tử hữu 

hạn (FEM) là phương pháp được sử dụng rộng rãi và hiệu quả nhất. Với sự xuất 

hiện liên tục các bài toán phức tạp mới, FEM vẫn tồn tại những khó khăn nhất 

định liên quan đến chi phí tính toán, tính linh hoạt, kỹ thuật rời rạc phần tử, tính 

ổn định, độ chính xác,... Vì vậy, việc kiến nghị những cải tiến kỹ thuật cho FEM 

hiện hữu trong mô phỏng ứng xử tấm/vỏ luôn giữ vai trò quan trọng. Hướng 

nghiên cứu này luôn thiết thực, mang tính thời sự từ nhiều thập kỷ qua đến tận 

bây giờ. Với mong muốn làm đa dạng thêm nữa, tạo ra thêm nhiều phần tử lai, 

tích hợp từ những ưu điểm của các phần tử hiện hữu, luận án này đã được hình 

thành. Bên cạnh đó, mục tiêu của nghiên cứu là tạo nên một tập hợp các phần tử 

tứ giác 4 nút đơn giản trong thiết lập công thức dùng cho phân tích tấm/vỏ, càng 

ít bị ảnh hưởng bởi các hiện tượng khóa màng, khóa cắt,… càng tốt. Các đóng 

góp chính của luận án: 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4H dựa vào kỹ thuật trơn biến dạng trên 

miền con kết hợp kỹ thuật cải biên dạng C0-HSDT để phân tích phi tuyến kết 

cấu tấm phẳng và tấm gấp. Phần tử này cải thiện độ chính xác của mô hình và 

giảm bớt sự bất ổn về số đối với phân tích hình học phi tuyến tính. 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4T dựa vào kỹ thuật nội suy kép (TIS) dùng 

nghiên cứu ứng xử tuyến tính và phi tuyến của kết cấu tấm/vỏ. Với việc xây 

dựng hàm nội suy bậc cao dựa vào giá trị nút lẫn gradient trung bình nút trong 

phạm vi miền ảnh hưởng, phần tử này cải thiện được yếu tố bất liên tục của 

biến dạng và ứng suất qua biên của nó. 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4C dựa trên kỹ thuật tổ hợp biến dạng: màng, 

uốn và cắt để phân tích tuyến tính kết cấu tấm/vỏ có hoặc không có sườn gia 

cường. Phần tử này cải thiện được độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự 

bất ổn về kết quả số liên quan đến hiện tượng khóa màng khi phân tích kết cấu 

vỏ. 



                                                                  

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4P dựa trên chuỗi đa thức Chebyshev để 

phân tích tuyến tính kết cấu dạng tấm/vỏ. Những kết quả số được cải thiện dựa 

vào lưới chia lẫn bậc của đa thức Chebyshev. 

DANH SÁCH CÁC CHỮ VIẾT TẮT 

- SQ4H The Sort of Q4 element based on Higher-order shear deformation theory 

- SQ4T The Sort of Q4 element based on Twice interpolation strategy 

- SQ4C The Sort of Q4 element based on Combined strain strategy 

- SQ4P The Sort of Q4 element based on Chebyshev Polynomial 

- FEM Finite Element Method 

- FGM Functionally Graded Material       

- FGP Functionally Graded Porous 

- GPLs Graphene PlateLets 

- P-S Symmetric Porosity distribution 

- P-A Asymmetric porosity distribution 

- P-U Uniform Porosity distribution 

- GPL-S Graphene PlateLet Symmetric distribution 

- GPL-A Graphene PlateLet Asymmetric distribution 

- GPL-U Graphene PlateLet Uniform distribution 

- TIS Twice interpolation strategy 

- FSDT First-order Shear Deformation Theory 

- HSDT Higher-order Shear Deformation Theory 

- HBQ8 8-node Quadrilateral Assumed-Stress Hybrid Shell element 

- KUMBA 8-node Curved Shell element with Reduced Integration 

MỞ ĐẦU 

1. Lý do lựa chọn đề tài 

Việc xuất hiện liên tục những bài toán phức tạp mới (ví dụ vật liệu mới, điều 

kiện biên chính xác hơn, hay điều kiện tương tác phức tạp hơn, …), FEM vẫn 

còn đó những khó khăn nhất định liên quan đến chi phí tính toán, tính linh hoạt, 



                                                                  

kỹ thuật rời rạc phần tử, tính ổn định, độ chính xác,... Vì vậy, việc đề xuất các 

cải tiến kỹ thuật cho FEM hiện hữu trong mô phỏng ứng xử các kết cấu dạng 

tấm/vỏ luôn giữ vai trò rất quan trọng. 

2. Nhiệm vụ của đề tài 

Phát triển các kỹ thuật phần tử hữu hạn dùng để nghiên cứu ứng xử kết cấu 

dạng tấm/vỏ.  

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

-   Đối tượng: Kết cấu dạng tấm/vỏ 

-   Phạm vi nghiên cứu: Phân tích uốn tĩnh, dao động tự do, ổn định của kết cấu 

dạng tấm/vỏ dựa vào các kỹ thuật được phát triển. 

4. Hướng tiếp cận và phương pháp nghiên cứu 

- Nghiên cứu lý thuyết 

- Phát triển kỹ thuật phần tử hữu hạn 

- Lập trình mô phỏng số 

- Phân tích và đánh giá kết quả. 

5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài nghiên cứu 

Luận án phát triển các kỹ thuật tính toán cần thiết hiện nay khi mà những kỹ 

thuật tính toán ngày càng được ứng dụng cao trong thực tiễn với các đối tượng 

là kết cấu tấm/vỏ trong kỹ thuật. Từ các kết quả nghiên cứu của luận án, các phần 

tử đề xuất có thể được tích hợp vào các module tính toán của các phần mềm hiện 

hữu. 

6. Cấu trúc sơ lược 

Luận án bao gồm: Mở đầu; Chương 1: Tổng quan; Chương 2: Cơ sở lý thuyết; 

Chương 3, 4, 5 và 6: Các phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P; Chương 7: 

Đánh giá sai số chung giữa các phần tử, Chương 8: Kết luận và hướng phát triển 

kèm theo Danh mục tài liệu tham khảo và Danh mục các công trình công bố. 
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Chương 1        TỔNG QUAN 

Tấm/vỏ là các kết cấu phổ biến trong cuộc sống thực tế, chúng được dùng 

làm mái che, sàn, tường, xilo, bể chứa,..., Hình 1.1 [1-3]. Trong số các phương 

pháp dùng để mô phỏng cũng như phân tích ứng xử cơ học của tấm/vỏ [4-144], 

phương pháp phần tử hữu hạn (FEM) là phương pháp được sử dụng rộng rãi và 

hiệu quả nhất.  

 
Hình 1.1: Kết cấu 1D, 2D và 3D 

Luận án này tiến hành xây dựng một tập hợp các phần tử tứ giác 4 nút đơn 

giản trong thiết lập công thức dùng cho phân tích tấm/vỏ: SQ4H, SQ4T, SQ4C 

và SQ4P. Luận án bao gồm 8 chương kèm theo danh mục các bài báo công bố 

và tài liệu tham khảo. 

Chương 2        CƠ SỞ LÝ THUYẾT 

Vật liệu sử dụng: Vật liệu đẳng hướng cơ bản [1-4, 6, 7], vật liệu composite 

[5, 21, 22, 38, 65], vật liệu phân lớp chức năng FGM [66-74] và vật liệu xốp phân 

lớp chức năng FGP (P-S, P-A, P-U) có gia cường GPLs (GPL-S, GPL-A, GPL-U) 

[68-82, 141, 142]. 

Lý thuyết tấm/vỏ: FSDT và HSDT [2, 65, 108, 116, 119, 123]. 

Công thức phần tử hữu hạn: Trên cơ sở [4, 5, 35], công thức dạng yếu cho 

phần tử màng tứ giác đẳng tham số, phần tử tấm uốn bốn nút có kể đến biến 

dạng cắt, kết hợp suy ra phần tử vỏ tứ giác phẳng bốn nút như Hình 2.15, 2.16 & 

2.17. được thể hiện trong luận án.  
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Hình 2.15: Phần tử màng 

tứ giác đẳng tham số 
Hình 2.16: Phần tử tấm uốn 

Hình 2.17: Phép chiếu xuống 

mặt phẳng trung hòa 

Chương 3         PHẦN TỬ SQ4H 

Lý thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT của tác giả Reddy được trình bày 

                     ( ) ( ) ( )2 3

0 0, , 4 / 3 /y yu x y z u z h z w x = + − +    

(3.6)                      ( ) ( ) ( )2 3

0 0, , 4 / 3 /x xv x y z v z h z w y = − − − +    

                     ( ) 0, ,w x y z w=  

Bằng cách đặt 
0 / xw x   =  và 

0 / yw y   =  công thức (3.6) được viết lại 

                     ( ) ( ) ( )3 2 3 2

0, , 4 / 3 4 / 3y xu x y z u z z h z h = + − −  

(3.7)                      ( ) ( ) ( )3 2 3 2

0, , 4 / 3 4 / 3x yv x y z v z z h z h = − − −  

                     ( ) 0, ,w x y z w=  

 Các công thức phần tử hữu hạn áp dụng cho HSDT thường đòi hỏi hàm xấp 

xỉ liên tục bậc cao. Điều này dẫn đến sự phức tạp khi xây dựng hàm xấp xỉ 

phần tử hữu hạn. Để khắc phục, Reddy đã đề xuất một hình thức tính khác áp 

dụng cho HSDT mà chỉ đòi hỏi hàm xấp xỉ dạng tham số C0 hay được gọi là C0-

HSDT. Trong C0-HSDT, hai biến độc lập được bổ sung để biểu diễn đạo hàm 

của chuyển vị. Theo (3.7) trường chuyển vị bây giờ sẽ bao gồm 7 ẩn số 

0u ,
0v ,

0w ,
x ,

y ,
x và

y độc lập nhau như Hình 3.1. Phần tử tứ giác SQ4H bốn 

nút được xây dựng dựa vào kỹ thuật làm trơn biến dạng ở miền con của phần tử 

trên nền tảng C0-HSDT kết hợp lý thuyết của Von-Kármán liên quan đến biến 

dạng nhỏ-chuyển vị lớn để phân tích phi tuyến các bài toán cơ học.  
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Hình 3.1: Chiều dương quy ước của các chuyển vị thẳng và xoay trong tấm 
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2

2 3

1 22

2
4

2
3

x
,x ,x

y ,y ,y m b b

,y ,x ,x ,y
xy

u w /

v w / z z
hu v w w







   +
   

= = + = + −   
   + +

  

ε ε ε ε  (3.9) 

2
0,

0,
2

0, 0,

0, 0,
0, 0,

/ 2

/ 2

x
x

L NL

m y y m m

x y
y x

u w

v w

w w
u v

   
   

= + = +   
   

 + 

ε ε ε ;    
0,

0,

0,

0,

0, 0,

0
1 1

0
2 2

x

xNL

m y

y

y x

w
w

w
w

w w

 
    

= =  
   

 

ε θ  

(3.10) 

,

1 ,

, ,

y x

b x y

y y x x





 

 
 

= − 
 − 

ε ;    
, ,

2 , ,

, , , ,

y x x x

b x y y y

y y x x x y y x

 

 

   

 +
 

= − + 
 − + + 

ε  

2

1 2s s sz= +ε ε ε     
0,

1

0,

x y

s

y x

w

w





+ 
=  

− 
ε     2 2

4 x y

s

y xh

 

 

+ 
= −  

− 
ε  (3.11) 

Phân tích phi tuyến hình học  
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Các véc-tơ biến dạng màng, biến dạng uốn và biến dạng cắt được thể hiện 
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Dựa vào kỹ thuật làm trơn trên phần tử theo các tác giả Nguyen-Xuan, Nguyen-

Thoi, Nguyen-Van, … [4, 5, 14-17, 20-22, 35, 83, 128, 129] và Hình 3.3 
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0 0 0 0 0 0

G
i g x c

i g
G

c i g yg

N ( )n
l ,

A N ( )n=

=

 
 
 
 


x

G

x  

(3.27) 

( )

( )

( ) ( )

4

1

4 4

1 1

4 4

1 1

1
0

1
0

1 1

G c
i j x j i

c j

G c
i j y j i

ci j

G c G c
i j y j i i j x j i

c cj j

N n l w
A

N n l w
A

N n l w N n l w
A A

=

= =

= =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

x

= x

x x

  

4

1

1

0 0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

G
i b x

G
b i i b y b

c b G G
i b x i b y

N ( )n

N ( )n l
A

N ( )n N ( )n
=

= −

−

 
 
 
 
 
 


x

B x

x x

 (3.29) 
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4

2

1

0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

0 0 0

G G

i b x i b x

G G

b i i b y i b y b

c b G G G G

i b x i b y i b y i b x

N ( )n N ( )n

N ( )n N ( )n l
A

N ( )n N ( )n N ( )n N ( )n
=

= −

−

 
 
 
 
 
 



x x

B x x

x x x x

 

( ) ( )

( ) ( )
1

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

c

c

i x i

c

s i

i y i

c

N n d N
A

N n d N
A









=

−

 
 
 
 
 
 
 
 





x x

B

x x

 

(3.31) 

( ) ( )

( ) ( )2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i i
s i

i i

N N

N N
=

−

 
 
 

x x
B

x x
 

với nG là số điểm tích phân Gauss, xbn là điểm Gauss, 
nw  là trọng số tương ứng 

và 
iw  là chuyển vị tại nút i của phần tử. Ma trận độ cứng tiếp tuyến của phần tử 

được sử dụng khi phân tích phi tuyến [83-94] 

T L NL g= + +K K K K  (3.33) 

 

 

Hình 3.3: nC=1 & 2 và giá trị các hàm dạng tương ứng 

Phương trình phi tuyến được trình bày dưới dạng 

t t t t
T

 +=K q P - F ,    ( )
tt *

L NL d


F = B + B  ,   1
t * t * t *

i i + = +σ σ σ  (3.35) 

Chương 4    PHẦN TỬ SQ4T 

TIS lần đầu tiên được đưa ra bởi các tác giả Zheng, Bui Q.T, … [51-53]. Kỹ 

thuật này tiến hành xây dựng hàm dạng bậc cao kể đến ảnh hưởng của nhóm 

nút lân cận đến giá trị biến của điểm cần xét, có thể thích nghi với lưới phần tử 

“méo” trong một số dạng bài toán, kết quả hội tụ với độ chính xác khá cao và 

trường ứng suất thu được liên tục qua biên phần tử. Sự khác biệt của FEM dựa 

trên kỹ thuật nội suy kép so với truyền thống có thể thấy ở Hình 4.1, 4.2 & 4.3. 
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Hình 4.1: Phần tử tứ giác 4 nút Hình 4.2: Miền ảnh hưởng nút 1 

  
(a) (b) 

Hình 4.3: Hàm dạng tứ giác 4 nút: a) truyền thống, b) nội suy kép [51] 

Trường chuyển vị 

( ) ( ) ( )
1

N

spn

i i

i

u

=

= =x x q N x q  (4.1) 

1 1 1 2 2 2
1 1 1 2 2 2

node 1 node 2

3 3 3 4 4 4
3 3 3 4 4 4

node 3 node 4

N [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
i x y x yi i,x i,y i i,x i,y

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
x y x yi i,x i,y i i,x i,y

N N N N N N

N N N N N N

     

     

= + + + + +

+ + + + + +
 (4.2) 

( )
1

1 1[ ] [ ][ e ]
ei,x i,x

e S

N N



=  ,  ( )
1

1 1[ ] [ ][ e ]
ei,y i,y

e S

N N



=  ,  

1

e e e

e S

/  



=   với 1e S  
(4.3) 

        2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 3 1 4 1 2 1 3 1 4N N N N N N N N N N N N N = + + + − − −  

(4.4) 

( )( )
( )( )
( )( )

2
1 1 2 1 2 1 2 3 1 2 4

2
1 3 1 3 1 3 2 1 3 4

2
1 4 1 4 1 4 2 1 4 3

0 5 0 5

0 5 0 5

0 5 0 5

x x x N N . N N N . N N N

x x N N . N N N . N N N

x x N N . N N N . N N N

 = − − + +

− − + +

− − + +

 

( )( )
( )( )
( )( )

2
1 2 1 2 3 1 2 4

2
1 3 1 3 1 3 2 1 3 4

2
1 4 1 4 1 4 2 1 4 3

0 5 0 5

0 5 0 5

0 5 0 5

1y 1 2y y N N . N N N . N N N

y y N N . N N N . N N N

y y N N . N N N . N N N

 = − − + +

− − + +

− − + +

 

1 1 4i i iN ( )( ) /  = + + ,    1 2 3 4i , , ,=
 

(4.5) 

Các hàm thử này thỏa mãn: 
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( )1 1i i =x , ( )1 0,x i =x , ( )1 0,y i =x , ( )1 0x i =x , ( )1 1x,x i i =x ,     

( )1 0x,y i =x , ( )1 0y i =x , ( )1 0y,x i =x , ( )1 1y,y i i =x  
(4.6) 

1

1 1

0 1
i

if i

if i


=
= 


 

Xây dựng phần tử tứ giác bốn nút SQ4T với 5 bậc tự do cho mỗi nút đồng thời 

áp dụng FSDT, các thành phần biến dạng tuyến tính và phi tuyến  

( ) ( )m C m C e=x B x q ,  ( ) ( )b C b C e=x B x q ,  ( ) ( )s C s C e=x B x q
 

(4.16) 

( )

1

1

1 1
3 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

sp

sp

sp sp
sp

,x n ,x

m C ,y n ,y

,y ,x n ,y n ,x
n

N ... N

N ... N

N N ... N N


 
 
 =
 
 
 

B x
 

(4.17) 
( )

1

1

1 1
3 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

sp

sp

sp sp
sp

,x n ,x

b C ,y n ,x

,y ,x n ,x n ,x
n

N ... N

N ... N

N N ... N N


 
 
 =
 
 
 

B x
 

( )
1 1

1 1
2 5

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

sp sp

sp sp
sp

,x n ,x n

s C

,y n ,y n
n

N N ... N N

N N ... N N


 
 =
 
 

B x

 

( )1i ..nsp

T

e i i i xi yiu v w  
=

 =  q

 Trường hợp phân tích uốn phi tuyến 

( ) ( )NL NL

m C m C e=x B x q ,   NL

m =B G
 

(4.23) 1

1
2 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

sp

sp
sp

,x n ,x

, y n ,y
n

N ... N
,

N ... N


=
 
 
  

G  

( )1

0

0

sp

i ,x i

i , y i

i , y i i ,x i i ..n

N w

N w

N w N w
=

 
 
 
 
 

=  

Từ đó ma trận độ cứng tiếp tuyến của phần tử SQ4T 

T L NL gNL= + +K K K K
 

(4.26) 

dT *

L L L



= K B D B , dT *

NL NL NL



= K B D B , dT

gNL
ˆ



= K G NG
 

(4.27) 
L

m

L b

s

 
 

=  
 
 

B

B B

B

, 

NL

m

NL

 
 

=  
 
 

B

B 0

0
 

, ˆ x xy

xy y

N N

N N

 
=  

  

N , *

 
 

=  
  

A B 0

D B D 0

0 0 C
 

Phương trình phi tuyến được trình bày tương tự (3.35). 

Chương 5        PHẦN TỬ SQ4C 
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 Trên cơ sở nghiên cứu tấm/vỏ dựa vào FSDT, mối quan tâm lớn liên quan 

đến hiện tượng khóa cắt khi chiều dày của kết cấu trở nên mỏng dẫn đến 

chuyển vị của tấm/vỏ giảm khi chiều dày giảm do năng lượng biến dạng cắt 

không được loại bỏ. Để khắc phục hiện tượng khóa cắt, theo nhóm tác giả 

Bathe và Dvorkin [10, 11], xem biến dạng cắt ngang là hằng số dọc cạnh phần 

tử như Hình 5.1. Trường biến dạng cắt ngang được xây dựng thông qua 4 điểm 

buộc A, B, C và D theo các công thức 

( ) ( )( ) ( )1 1
1 1

2 2

D B

s s s

    = +  + −   

(5.1) 

( ) ( )( ) ( )1 1
1 1

2 2

C A

s s s

    = +  + −   

trong đó (A)

s

 , (B)

s

 , (C)

s

 , (D)

s

  là các biến dạng cắt ngang được tính toán trực 

tiếp thông qua xấp xỉ chuyển vị tại các điểm buộc. 

 

t 



(−) ()

(−−) (−)


  

=
co

n
st

 s 
  

=
co

n
st

 s

   =const


s

Tying point


  (D)

s


()

s


 (

C
)

s
 (


)

s

  =const


s

 

Tam giác D
Tam giác C

Tam giác B
Tam giác A

1

2

3

4

5

t




 

Hình 5.1: Bốn điểm buộc ứng dụng 

tính toán biến dạng cắt ngang 
Hình 5.2: Cơ sở xác định nút ảo 5 

 





1

2

3

4

(124)

(234)
t

 

1

2

3

4
(134)

(123)





t

 

Hình 5.3: Bốn điểm buộc ứng dụng tính toán biến dạng màng 
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Ngoài ra, khi phân tích vỏ có độ cong nhất định với lưới chia méo dễ dẫn đến 

hiện tượng khóa màng do phần tử sử dụng là phần tử tứ giác 4 nút bậc thấp. Để 

khắc phục hiện tượng này, theo các tác giả Ko và Lee [23, 24], tiến hành chia 

miền phần tử tại mặt trung hòa thành 4 miền tam giác con như Hình 5.2. Nút ảo 

5 được xác định thông qua 4 diện tích “124”, “234”, “134” và “123”  
4

5

1

i i

i


=

= x x  

(5.3)   234 124

1 2 3 4

234 124 234 124

134 123

134 123 134 123

1 A 1 1 1 1 A 1 1 1
0 0

2 A A 3 3 3 2 A A 3 3 3

1 A 1 1 1 1 A 1 1 1
0 0

2 A A 3 3 3 2 A A 3 3 3

    = +
+ +

+
+ +

   
      

   
      

 

Trường biến dạng màng được xây dựng thông qua 4 điểm buộc A, B, C, D như 

Hình 5.3 và công thức sau 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

4 2 2

A B C D A C B D

m m m m m m m m m = + + + + − + + − +          (5.5) 

 

với ( )A

m , ( )B

m , ( )C

m
 
và ( )D

m  là các biến dạng màng được tính thông qua bốn miền 

tam giác con và được đặt tại bốn điểm buộc A, B, C và D, cần lưu ý nhỏ tại nút 

ảo 5 không hình thành các bậc tự do phụ trợ trong quá trình xây dựng véc-tơ 

chuyển vị của phần tử đang xét. Kết hợp kỹ thuật làm trơn biến dạng uốn trên 

miền con như Hình 3.3, phần tử SQ4C được hình thành trên cơ sở tổ hợp biến 

dạng màng, uốn và cắt. Trong đó biến dạng màng được xác định như sau 

m m m= B q  (5.13) 

với ma trận 
mB thiết lập trên cơ sở bốn ma trận (A)

mB , (B)

mB , (C)

mB và (D)

mB  của bốn 

miền tam giác con. Biến dạng uốn được xác định  

 ( ) ( )xb C b C b=x B q  

(5.14) 
( )

( )

( )

( ) ( )

4

1

0 x 0

1
0 0 x

0 x x

G

i b x

G C

bi C i b y b

bC
G G

i b y i b x

N n

N n l
A

N n N n
=

 
 
 =
 
 
 

B x  

AC là diện tích của miền tứ giác con, xG

b
 là điểm Gauss, C

bl  là chiều dài cạnh 

miền con, lưu ý 2 là số lượng tứ giác con được lựa chọn khi tính toán biến dạng 

uốn. Biến dạng cắt ngang cũng được xây dựng công thức cụ thể 

s s s= B q  (5.17) 
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1 11 12
, , , , ,

21 22
, , , , ,

N N N

N N N

i i i i i

si

i i i i i

x y b b

x y b b

    

    

−
  

=   
    

B  

(5.18) 
111

,

R

i ib x =  , 112

,

R

i ib y =  , 221

,

R

i ib x=
 
, 222

,

R

i ib y=
 

 1 1 1 1i  − − ,  1 1 1 1i  − −
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2i,R ,R 1,B,A , 2,B,C , 3,D,C , 4,D,A  

Ma trận độ cứng tổng được thiết lập 

m

T

mb mb b s= + + + +K K K K K K  (5.20) 

dT

m m m


= K B AB ,  dT

mb m b


= K B BB ,  
1

d
cn

T T

b b b bi bi C

i

A


=

=  = K B DB B DB  
(5.21) 

2cn = , dT

s s s


=  sK B C B
 

Trường hợp có gắn sườn gia cường, phần tử SQ4C được thêm bậc tự do thứ 6 

là 
z  cho mỗi nút theo [5, 48, 130-132]. Ma trận 

mK được viết lại  

d dT T

m m m 
 

=  +  K B AB b b , G =  (5.25) 

( )

,

,x

, ,

1

2

1

2

1

2

i y

i i

i y i x i

N

N

Nx Ny N

 
− 

 
 = −
 
 
 − + −
  

b , ( ) ( )( )
1

, 1 1 , 1,2,3,4
4

i i iN i    = + + =  (5.26) 

( )
1

8
i ij l ik mNx y N y N= − , ( )

1

8
i ij l ik mNy x N x N= − , 

ij j ix x x= − , 
ij j iy y y= −  

(5.27) 
i = 1, 2, 3,4;  m = i + 4;  l = m – 1 + 4 * floor(1/i); k = mod(m,4) + 1;  j = l – 4; 

 
Hình 5.5: Mô tả kết cấu tấm gia cường sườn 

Sử dụng lý thuyết dầm Timoshenko để tính toán cho sườn gia cường. Trong 

trường hợp tổng quát trục sườn hợp với phương x một góc α như Hình 5.5. 

Chiều dài phần tử sườn lst giới hạn trong phạm vi phần tử tứ giác SQ4C và tùy 

thuộc vào lưới chia cho tấm, h và t lần lượt là chiều dày tấm và chiều cao của 
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sườn gia cường. Hệ trục địa phương O’rsz gắn với sườn có mặt phẳng O’rs 

trùng với mặt phẳng Oxy. Tại vị trí tiếp xúc, chuyển vị của sườn và tấm là 

giống nhau. Công thức chuyển trục và biến dạng trong sườn được tính toán như 

sau 

cos sin 0 0 0 0

sin cos 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 1

r

s

z

st

r x

s y

z z

u u

u v

u w

 

 

  

  

 

    
    

−    
    

= = =    
    
    −
    
         

u Lu  (5.28) 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r

s

z

st

r

s

z

e eu
r r r r

u

ur r

r r

r r







      
       
    

     
     

= = =    
     

     
          

    

Lu u   (5.29) 

trong đó e là độ lệch giữa trục sườn với mặt trung hòa của tấm. Với việc sử 

dụng phần tử dầm 2 nút Timoshenko đẳng tham số để mô hình cho sườn  
2

6

1

st st

i i

i

N
=

= u I q  (5.30) 

( )1 1 / 2stN = −  và ( )2 1 / 2stN = +  là các hàm dạng tuyến tính trong hệ tọa độ tự 

nhiên gắn với phần tử dầm. Ma trận độ cứng và ma trận độ cứng hình học của 

phần tử dầm trình bày dưới dạng  

( ) d

e

T
st st st st

e

l

l= K N D N  ,    ( ) d

e

T
st st st st

eg

l

l= K N N    (5.31) 

( ), ,5 / 6,st

st s stdiag EA EI GA GJ=D ,  ( )( )0 2 0,st

st x s st xdiag A I e A = +  (5.33) 

Ast là diện tích mặt cắt ngang của dầm, 
sI  là momen quán tính tương quan với 

trục s, 4 / 40st rJ A I  là hằng số xoắn St.Venant và 
rI  là momen quán tính tương 

quan với trục r, ngoài ra E, G là các hằng số mô đun vật liệu. 

Chương 6            PHẦN TỬ SQ4P 

Đa thức Chebyshev bậc p được định nghĩa theo [31, 138, 139] 

( ) ( )cos cosp pT x T p = =   (6.1) 

với 1 cos 1x −  =   và  
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( ) ( )cos 1 2cos cos cos 1p p p   + = − −  (6.2) 

Từ các công thức (6.1) và (6.2) 

( ) ( ) ( )1 12 , 0,1,2...p p pT x xT x T x p+ −= − =  (6.3) 

Đa thức Chebyshev ( )pT x với 2p   có giá trị bằng 0 tại các điểm Gauss x
i
 như 

dưới đây 

( ) ( )cos 2 1 / 2 , 1,2,3,... 0i p ix i p i T x= −  −  =  =    (6.4) 

Ý tưởng quan trọng nhất liên quan đến quá trình xấp xỉ của một hàm chưa xác 

định ( )f x  dựa vào đa thức nội suy Lagrangian ( )x  thông qua những điểm đã 

biết ( )( ),k kx f x  liên quan đến đa thức Chebyshev như mô tả sau 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

và
p

i i k k

i

f x x a T x f x x 
−

=

 = =  (6.5) 

Trên đoạn [-1,1], đa thức Chebyshev có đặc tính trực giao nên  

( ) ( ) ( )2

1 1

/
p p

i k i k i k

k k

a f x T x T x
= =

=    

(6.6) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2

1 0 1

/
p p p

i k i i j k

k i j

x T x T x T x f x
−

= = =

 
=  

 
   

Đặt ( )cos / 2x p =  

( ) ( ) ( )
1

p
Che

k k

k

N f   
=

=   (6.8) 

Hàm dạng 1D là ( )Che

kN   được định nghĩa 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )
1

2

0 1

cos / 2 cos / 2 / cos / 2
p p

Che

k i k i i j

i j

N T p T p T p      
−

= =

 
=  

 
   

(6.9) 

( ) ( )cos 2 1 / 2 / cos / 2 , 1,2,...,i i p p i p  = −  −  =   

Trong không gian 2D 

( )    , 1,1 1,1   −  −  (6.11) 

Hàm dạng liên quan đến nút ( ),i jI    trong không gian này  

( ) ( ) ( ),Che Che Che

I i jN N N   =  (6.12) 

trong đó ( )Che

iN   là hàm dạng 1D bậc p1 ứng với tập  1,1  −  và ( )Che

jN   là 

hàm dạng 1D bậc p2 ứng với tập  1,1  − . Hình 6.1 đề cập đến các hàm dạng 

1D bậc 3, 4 liên quan đến đa thức Chebyshev. Phần tử tứ giác bốn nút SQ4P 

với 5 bậc tự do mỗi nút được xây dựng dựa vào FSDT và chuỗi đa thức 



13 

 

Chebyshev. Số lượng [(p1+1)(p2+1)-4] nút ảo được thêm vào như Hình 6.2 & 

6.3.   

 
Hình 6.1: Hàm dạng 1D bậc 3, 4 

 
 

Hình 6.2: Chiều dương quy ước của các thành 

phần chuyển vị trong phần tử SQ4P 
Hình 6.3: Phần tử SQ4P trong hệ tọa độ tự 

nhiên tương ứng p1=p2=3 

Các thành phần biến dạng màng, uốn và cắt 

( ) ( )m C m C e=x B x q  (6.18) 

( )

( )( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 5 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Che Che

,x p p ,x

Che Che

m C ,y p p ,y

Che Che Che Che

,y ,x p p ,y p p ,x
p p

N ... N

N ... N

N N ... N N

+ +

+ +

+ + + +
  + +

=

 
 
 
 
  

B x  

(6.19) 

( )( )( )1 1 11 2i .. p p

T

e i i i xi yiu v w  
= + +

 =  q  

( ) ( )b C b C e=x B x q  (6.20) 

( )

( )( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 5 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Che Che

,x p p ,x

Che Che

b C ,y p p ,y

Che Che Che Che

,y ,x p p ,y p p ,x
p p

N ... N

N ... N

N N ... N N

+ +

+ +

+ + + +
  + +

=

 
 
 
 
  

B x  (6.21) 

( ) ( )s C s C e=x B x q  (6.22) 
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( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 5 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

s C

Che Che Che Che

,x p p ,x p p

Che Che Che Che

,y p p ,y p p
p p

N N ... N N

N N ... N N

+ + + +

+ + + +
  + +

=

 
 
  

B x

 (6.23) 

Ma trận độ cứng tổng của phần tử 

d d d d dT T T T T

m m m b b m b b s s

    

 +  +  +  +     K = B AB B BB B BB B DB B CB  (6.24) 

Đối với kết cấu dạng vỏ, thành phần chuyển vị xoay trong mặt phẳng phần tử 

được thêm vào các ma trận địa phương của phần tử. Các giá trị ảo của độ cứng 

tương ứng với thành phần chuyển vị xoay này được gắn các giá trị xấp xỉ, 

thường là 10-3 lần giá trị lớn nhất trên đường chéo chính của ma trận độ cứng 

phần tử. Trong phạm vi luận án này, luật cầu phương Gauss đủ được thực hiện 

nên số điểm Gauss sử dụng cho mỗi phần tử là (p1+1)(p2+1) và tổng số bậc tự 

do tương ứng cho mỗi phần tử là 5(p1+1)(p2+1), hiển nhiên là 6(p1+1)(p2+1) 

cho vỏ.  

Chương 7          ĐÁNH GIÁ SAI SỐ CHUNG GIỮA CÁC PHẦN TỬ 

Tấm đẳng hướng chịu tải phân bố đều: 

Khảo sát tấm vuông như Hình 7.1 liên kết tựa đơn (SSSS) và liên kết ngàm 

(CCCC) dưới sự thay đổi tỷ số giữa chiều dài và chiều dày tấm a/h = 10, 100, 

1000, 10000. Tấm chịu tải phân bố đều q với các đặc trưng vật liệu như hằng 

số mô đun Young E = 1.092 MPa và hệ số Poisson µ = 0.3. Độ võng ngay 

chính giữa tấm được xác định theo công thức * 3 4 2(100 ) / [12 (1 )]cw Eh w qa = − . 

Tiến hành so sánh sai số kết quả phân tích độ võng khi sử dụng bốn phần tử 

SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P. Nghiệm chính xác được tham khảo từ tài liệu 

[140] của nhóm tác giả Taylor và cộng sự. 

 
Hình 7.1: Tấm vuông chịu tải phân bố đều 
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Các Hình 7.2.a-h thể hiện đồ thị so sánh sai số theo log10 và theo % với các lưới 

chia 6 x 6, 8 x 8, 10 x 10, 12 x 12 và 14 x 14 ứng với trường hợp liên kết tựa 

đơn (SSSS) và tỷ số a/h = 10, 100, 1000 và 10000. Bảng 7.1 trình bày giá trị độ 

võng thu được khi dùng bốn phần tử của luận án. Có thể thấy kết quả độ võng 

chính giữa tấm đạt được bởi phần tử SQ4P tốt nhất, tiếp đến là phần tử SQ4H 

và sau đó là hai phần tử còn lại SQ4C và SQ4T. 

Tương tự, trường hợp tấm liên kết ngàm (CCCC), Bảng 7.2 trình bày giá trị độ 

võng thu được khi dùng bốn phần tử của luận án đồng thời các Hình 7.3.a-d tiếp 

tục thể hiện đồ thị đánh giá sai số chung giữa bốn phần tử SQ4H, SQ4C, SQ4T 

và SQ4P. Phần tử SQ4P vẫn cho kết quả khả quan nhất, tiếp đến là phần tử 

SQ4H và sau cùng là hai phần tử còn lại SQ4C, SQ4T. Đặc biệt trong một số 

trường hợp thể hiện sự không ổn định trong kết quả thu được bởi phần tử SQ4T 

như ở Hình 7.2.a và Hình 7.3.a liên quan đến việc tính toán thông qua miền ảnh 

hưởng lân cận phần tử đang xét. Đánh giá kỹ hơn về vấn đề này có thể được 

xem như một định hướng phát triển tương lai của luận án. 

 

  
(a)    a/h = 10, SSSS (b)    a/h = 10, SSSS 
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(c)    a/h = 100, SSSS (d)    a/h = 100, SSSS 

  

(e)    a/h = 1000, SSSS (f)    a/h = 1000, SSSS 

  
(g)    a/h = 10000, SSSS (h)    a/h = 10000, SSSS 

Hình 7.2: So sánh sai số độ võng của tấm vuông liên kết tựa đơn với a/h = 10, 100, 1000, 10000 
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(a)    a/h = 10, CCCC (b)    a/h = 10, CCCC 

 
 

(c)    a/h = 10000, CCCC (d)    a/h = 10000, CCCC 

Hình 7.3: So sánh sai số độ võng của tấm vuông liên kết ngàm với a/h = 10, 10000 

 

Bảng 7.1: So sánh độ võng chính giữa tấm vuông liên kết tựa đơn (SSSS) 
*w   (SSSS) 

Chia lưới 6 x 6 8 x 8 10 x 10 12 x 12 14 x 14 

a/h = 10 

SQ4H 0.428705 0.428053 0.427756 0.427607 0.427517 

SQ4T 0.416173 0.422814 0.425944 0.427656 0.428687 

SQ4C 0.439931 0.434335 0.431777 0.430397 0.429568 
SQ4P 0.427287 0.427285 0.427284 0.427284 0.427284 

a/h = 100 

SQ4H 0.406833 0.406661 0.406582 0.40654 0.406515 

SQ4T 0.392431 0.398544 0.401415 0.402984 0.403928 
SQ4C 0.418631 0.413238 0.410774 0.409444 0.408646 

SQ4P 0.406494 0.406459 0.406451 0.406448 0.406447 

a/h = 1000 

SQ4H 0.406614 0.406447 0.40637 0.406329 0.406305 

SQ4T 0.392193 0.398301 0.40117 0.402737 0.403680 

SQ4C 0.418418 0.413027 0.410564 0.409235 0.408436 
SQ4P 0.406293 0.406254 0.406244 0.406241 0.406239 

a/h = 10000 

SQ4H 0.406612 0.406445 0.406368 0.406327 0.406303 

SQ4T 0.392191 0.398299 0.401167 0.402735 0.403678 
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SQ4C 0.418416 0.413025 0.410561 0.409233 0.408434 

SQ4P 0.406291 0.406253 0.406242 0.406239 0.406237 

 

Bảng 7.2: So sánh độ võng chính giữa tấm vuông liên kết ngàm (CCCC) 
*w   (CCCC) 

Chia lưới 6 x 6 8 x 8 10 x 10 12 x 12 14 x 14 

a/h = 10 

SQ4H 0.149973 0.150578 0.150268 0.150302 0.150256 

SQ4T 0.158590 0.154636 0.152279 0.150808 0.149836 
SQ4C 0.161212 0.156231 0.153900 0.152630 0.151863 

SQ4P 0.150448 0.150458 0.150461 0.150462 0.150462 

a/h = 100 

SQ4H 0.126546 0.126640 0.126684 0.126716 0.126731 
SQ4T 0.140491 0.135932 0.133233 0.131559 0.130452 

SQ4C 0.139258 0.133919 0.131395 0.130004 0.129159 

SQ4P 0.126763 0.126776 0.126781 0.126783 0.126784 

a/h = 1000 

SQ4H 0.126300 0.126382 0.126433 0.126461 0.126479 

SQ4T 0.140306 0.135739 0.133036 0.131359 0.130251 

SQ4C 0.139034 0.133691 0.131163 0.129770 0.128923 
SQ4P 0.126510 0.126524 0.126530 0.126532 0.126533 

a/h = 10000 

SQ4H 0.126297 0.126379 0.126430 0.126459 0.126477 

SQ4T 0.140304 0.135737 0.133034 0.131357 0.130249 
SQ4C 0.139032 0.133688 0.131160 0.129768 0.128921 

SQ4P 0.126508 0.126522 0.126527 0.126529 0.126531 

 

Bảng 7.3: So sánh thời gian tính toán theo giây (s) 

SSSS, a/h = 10 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 

(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.47674 s 11.2697 s 2.2078 s 81.9208 s 2.8599 s 

SSSS, a/h = 10000 
14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 

(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 
0.47621 s 11.6926 s 2.7641 s 83.1269 s 2.9227 s 

CCCC, a/h = 10 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 

(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.7518 s 11.0411 s 2.4872 s 83.3733 s 2.9587 s 

CCCC, a/h = 10000 
14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 

(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.7202 s 11.3438 s 2.9373 s 83.7899 s 2.9251 s 

Trên cơ sở máy tính với các thông số Intel ® Core ™ i7 @ 2.80 GHz, 8.00GB 

RAM, việc so sánh thời gian tính toán giữa các phần tử được trình bày ở Bảng 

7.3. Nếu dựa vào số lượng phần tử tương đương nhau, có thể thấy thời gian tính 
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toán theo giây (s) của phần tử SQ4P là lớn nhất. Tuy nhiên việc sử dụng bậc 

p1=p2=3 cho phần tử SQ4P khiến tổng số bậc tự do (dofs) của phần tử này lớn 

hơn nhiều so với các phần tử còn lại. Việc so sánh thời gian dựa trên tổng số 

bậc tự do xấp xỉ nhau cho thấy thời gian tính toán của phần tử SQ4T là lớn 

nhất. Điều này cũng được trình bày trên Bảng 7.3. 

Tấm đẳng hướng dao động tự do 

Ở mục này, luận án đề cập đến phân tích dao động tự do của tấm vuông mỏng 

(a/h = 200) và dày (a/h = 10) với hai điều kiện biên là tựa đơn (SSSS) và ngàm 

(CCCC). Đặc trưng vật liệu E = 200 GPa, hệ số Poisson µ = 0.3 và mật độ khối 

lượng ρ = 8000 kg/m3. Bốn giá trị tần số dao động đầu tiên chuẩn hóa 

( ) ( )
1/4

* 4 2 212 1 /vib a Eh    = −
 

 dựa vào bốn phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và 

SQ4P ứng với lưới chia 8x8 được trình bày ở Bảng 7.4 và Hình 7.4. Các kết quả 

này được đem so sánh với kết quả chính xác trích xuất từ tài liệu của nhóm tác 

giả Abbassian và cộng sự [143]. Bên cạnh đó, thời gian tính toán cũng được ghi 

nhận lại giữa các phần tử với tổng số bậc tự do xấp xỉ 1600 dofs trên toàn miền 

rời rạc. Bảng 7.5 cho thấy thời gian tính toán của phần tử SQ4T vẫn lớn nhất. 
 

Bảng 7.4: So sánh giá trị bốn tần số dao động đầu tiên của tấm vuông đẳng hướng 
Dạng dao 

động 
a/h = 10, (SSSS) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Chính xác 

1 4.373 4.368 4.369 4.366 4.37 

2 6.787 6.757 6.772 6.744 6.74 

3 6.787 6.757 6.772 6.744 6.74 
4 8.028 8.391 8.379 8.354 8.35 

Dạng dao 

động 

a/h = 10, (CCCC) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Chính xác 

1 5.726 5.738 5.715 5.703 5.71 
2 7.960 7.991 7.932 7.876 7.88 

3 7.960 7.991 7.932 7.876 7.88 

4 9.414 9.533 9.378 9.325 9.33 

Dạng dao 
động 

a/h = 200, (SSSS) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Chính xác 

1 4.450 4.455 4.445 4.443 4.443 

2 7.074 7.074 7.055 7.025 7.025 

3 7.074 7.074 7.055 7.025 7.025 
4 8.948 8.987 8.909 8.885 8.886 

Dạng dao 

động 

a/h = 200, (CCCC) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Chính xác 

1 6.024 5.986 6.000 5.998 5.999 
2 8.671 8.576 8.610 8.567 8.568 

3 8.671 8.576 8.610 8.567 8.568 



20 

 

4 10.522 10.451 10.419 10.403 10.407 

  

(a) Tấm mỏng (b) Tấm dày 

Hình 7.4: So sánh tần số của bốn dạng dao động đầu tiên 

Vỏ cầu đẳng hướng chịu tải phân bố đều 

Một vỏ cầu tựa đơn trên bốn cạnh biên và chịu tải phân bố đều q như Hình 7.5 

được phân tích và so sánh kết quả độ võng ngay điểm chính giữa vỏ. Kết cấu 

này có các đặc trưng a = 32, R = 96, h = 0.32, E = 107, µ = 0.3 và q = 100.  Mô 

hình ¼ vỏ với lưới chia 8 x 8, 12 x 12 và 16 x 16 được sử dụng để tính toán kết 

quả độ võng dựa trên các phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P. Bảng 7.6 thể 

hiện kết quả thu được ứng với 4 phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P đồng 

thời thể hiện kết quả tham khảo từ tài liệu [6] của nhóm tác giả Darilmaz và 

cộng sự với 12 x 12 phần tử vỏ 8 nút HBQ8, tài liệu [144] của nhóm tác giả 

Kumbasar và cộng sự với 16 x 16 phần tử vỏ cong KUMBA và tài liệu [119] của 

tác giả Reddy với nghiệm giải tích. 
 

Bảng 7.5: So sánh thời gian tính toán theo giây (s) 

SSSS, a/h = 10,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

19.4063 s 30.2069 s 17.1924 s 10.6400 s 

CCCC, a/h = 10,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

13.3436 s 27.0411 s 13.9900 s 10.3403 s 

SSSS, a/h = 200,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 
18.2277 s 30.4165 s 16.7336 s 10.3201 s 

CCCC, a/h = 200,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

12.3259 s 26.2291 s 13.6833 s 10.1188 s 
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Hình 7.5: Vỏ cầu đẳng hướng tựa đơn chịu tải phân bố đều 

Theo Bảng 7.6, khi so sánh với nghiệm giải tích cho bởi tác giả Reddy, kết quả 

thu được bởi 3 phần tử SQ4T, SQ4C và SQ4P theo xu hướng cận dưới trong đó 

kết quả tốt nhất là của phần tử SQ4P tiếp theo là của phần tử SQ4C. Với phần 

tử SQ4T, kết quả sai số nhiều liên quan đến quá trình xác định miền ảnh hưởng 

bao quanh phần tử đang xét, nhất là đối với kết cấu vỏ cong hai phương, dẫn 

đến phức tạp trong quá trình tính toán ma trận độ cứng tổng thể cũng như cứng 

hóa kết cấu kéo theo sai số lớn. Ngoài ra, kết quả thu được bởi phần tử SQ4H 

theo xu hướng cận trên như thể hiện ở Bảng 7.6. 

 
Bảng 7.6: So sánh giá trị độ võng ngay chính giữa vỏ cầu tựa đơn 

So sánh Lưới chia w  

SQ4H 8 x 8 0.3299 

12 x 12 0.3269 

16 x 16 0.3236 

SQ4T 8 x 8 0.2699 

12 x 12 0.2744 

16 x 16 0.2824 

 
SQ4C 

8 x 8 0.3108 

12 x 12 0.3124 

16 x 16 0.3129 

 

SQ4P 

8 x 8 0.3129 

12 x 12 0.3131 

16 x 16 0.3132 

HBQ8 [6] 0.3104 

KUMBA [144] 0.3304 

Giải tích (Reddy) [119] 0.3138 

Chương 8       KẾT LUẬN VÀ HƯỚNG PHÁT TRIỂN 

Trong luận án này, nhóm phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P lần đầu tiên 

được thiết lập để phân tích kết cấu dạng tấm/vỏ. Cụ thể, phần tử SQ4H được 
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hình thành dựa vào kỹ thuật trơn biến dạng trên miền con kết hợp lý thuyết 

biến dạng cắt bậc ba dạng C0, phần tử SQ4T dựa vào kỹ thuật nội suy kép, 

phần tử SQ4C dựa vào kỹ thuật tổ hợp biến dạng và phần tử SQ4P được xây 

dựng dựa trên đa thức Chebyshev. Kết quả của nghiên cứu hiện tại bao gồm: 

• Phần tử phẳng tứ giác (SQ4H) để mô phỏng kết cấu tấm phẳng và tấm gấp 

nhiều lớp, phần tử này cải thiện độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự 

bất ổn về số đối với phân tích hình học phi tuyến tính. 

• Phần tử phẳng tứ giác dựa trên kỹ thuật nội suy kép (SQ4T) để mô phỏng 

kết cấu tấm/vỏ nhiều lớp hay tấm phân cấp chức năng. Với việc xây dựng 

hàm nội suy bậc cao dựa vào giá trị nút lẫn gradient trung bình nút trong 

phạm vi miền ảnh hưởng, phần tử này cải thiện được yếu tố bất liên tục của 

biến dạng và ứng suất qua biên của nó. 

• Phần tử phẳng tứ giác dựa vào kỹ thuật tổ hợp biến dạng (SQ4C) dùng để 

tính toán kết cấu tấm/vỏ nhiều lớp có hoặc không có sườn gia cường. Phần 

tử này cải thiện được độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự bất ổn về kết 

quả số liên quan đến hiện tượng khóa màng khi phân tích kết cấu vỏ. 

• Phần tử phẳng tứ giác dựa vào đa thức Chebyshev (SQ4P) dùng để phân 

tích kết cấu tấm/vỏ làm bằng vật liệu xốp phân cấp chức năng có gia cường 

tiểu cầu graphene. Kết quả phân tích không chỉ phụ thuộc vào lưới chia mà 

còn phụ thuộc vào bậc của đa thức Chebyshev. 

• Các phần tử đều được thiết lập từ lý thuyết đơn lớp tương đương ESL 

(equivalent single layer) nên dễ dàng điều chỉnh đặc trưng vật liệu từ vật 

liệu đẳng hướng đến vật liệu composite nhiều lớp, vật liệu phân cấp chức 

năng, vật liệu xốp có gia cường…  

• Các ma trận độ cứng màng, uốn, cắt và hình học đều được thiết lập để từ đó 

xác định ma trận độ cứng tổng của phần tử. Đặc biệt với các phần tử SQ4H 

và SQ4C, việc tính toán ma trận độ cứng uốn và hình học được thực hiện 

bởi tích phân dọc biên miền con của phần tử thay vì tích phân trực tiếp trên 

miền con như kỹ thuật truyền thống. 

• Các phần tử đều khắc phục được hiện tượng khóa cắt (shear locking), khóa 

màng (membrane locking), đặc biệt khắc phục hiện tượng đồng hồ cát 
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(hourglass phenomena hay còn gọi là spurious zero energy modes) khi phân 

tích dao động tự do. 

• Các phần tử đều có ưu và nhược điểm liên quan đến cách thức thiết lập tuy 

nhiên theo ý kiến chủ quan chúng có thể được xem xét như là các phần tử tứ 

giác đơn giản trong áp dụng.  

• Căn cứ việc so sánh kết quả phân tích dựa trên 4 phần tử SQ4H, SQ4T, 

SQ4C và SQ4P với các kết quả được trích xuất từ các tài liệu uy tín và đáng 

tin cậy, chúng nên được mở rộng sang các hướng phân tích khác trong 

tương lai. 

Trên nền tảng đã được thiết lập và xác minh, các phần tử SQ4H, SQ4T, 

SQ4C và SQ4P có thể được sử dụng để tiếp tục phát triển theo các định 

hướng sau: 

• Cải tiến kỹ thuật sâu hơn, áp dụng các công cụ tính toán hiện đại hơn, 

chuyển đổi lý thuyết tính toán hợp lý hơn. 

• Đánh giá kỹ hơn các đặc tính về phương pháp tính của các phần tử đề 

xuất như: tốc độ hội tụ, sự đơn giản trong chia lưới, sự tương thích và 

ổn định của kết quả số cũng như chi phí tính toán. 

Ngoài ra, các phần tử đề xuất có thể tiếp tục được mở rộng phạm vi phân 

tích số cho các bài toán cơ học khác như: 

• Phân tích tuyến tính và phi tuyến hình học cho kết cấu tấm/vỏ có tích 

hợp lớp áp điện. 

• Phân tích tuyến tính và phi tuyến hình học cho kết cấu tấm/vỏ làm 

bằng vật liệu xốp. 

• Phân tích tương tác rắn-lỏng, … 

• Nghiên cứu ứng xử của kết cấu tấm/vỏ dưới tác dụng tổng hợp cơ-

thủy-nhiệt. 

• Phân tích cấu trúc vi mô trên cơ sở kết hợp với lý thuyết đàn hồi phi 

cục bộ. 

•   Phân tích ứng xử đàn dẻo của kết cấu composite. 

•   Nghiên cứu phi tuyến vật liệu.  
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ABSTRACT 

Plates and shells are common structures in real life, they are used as roofs, 

floors, walls, silos, tanks, etc. Among the numerical methods used to simulate as 

well as analyze the mechanical behavior of plate and shell structures, the finite 

element method (FEM) is the most widely used and effective method. With the 

continuous emergence of new complex problems, FEM still has certain 

limitations related to discrete element techniques, accuracy, stability, 

computational cost, flexibility, etc. Therefore, it is always important to suggest 

technical improvements to FEM in plate/shell behavior simulation. This research 

direction has always been topical from the past decades to now. With the desire 

to further diversify, create more hybrid elements, integrate from the advantages 

of existing elements, this thesis is formed. Besides, the goal of the study is to 

create a simple set of 4-node quadrilateral elements in the formulation for 

plate/shell analysis, which is less affected by the phenomena of membrane 

locking, shear locking, etc. The main contributions of this thesis can be listed as 

follows: 

- Constructing a 4-node quadrilateral element, namely SQ4H, based on 

cellbased strain smoothing enhancement combined with the type of C0-HSDT 

for nonlinear analysis of plate and folded plate structures. This element improves 

model accuracy and reduces numerical instability for geometrically nonlinear 

analysis. 

- Constructing a 4-node quadrilateral element, namely SQ4T, based on twice 

interpolation strategy (TIS) for linear and nonlinear analysis of plate/shell 

structures. By establishing high-order shape functions that take into account the 

influence of the group of neighboring nodes on the considering element, this 

element improves the discontinuity of its strain and stress across its boundaries. 

- Under the combined strain strategy with respect to overcoming membrane 

locking as well as shear locking phenomenon and using cell-based strain 

smoothing enhancement, the third contribution is to build a 4-node quadrilateral 

element, namely SQ4C, for analysis of plate and shell structures with or without 



                                                       

stiffeners. This element improves model accuracy and reduces numerical 

instability associated with membrane locking when analyzing shell structures. 

- Based on the outstanding properties of Chebyshev polynomials, the last 

contribution is to give a 4-node quadrilateral element, namely SQ4P, with the 

goal throughout the thesis to analyze the behavior of plate and shell structures. 

Improved numerical results based on the mesh and the order of Chebyshev 

polynomials. 

LIST OF ACRONYMS 

SQ4H The Sort of Q4 element based on Higher-order shear deformation theory 

SQ4T The Sort of Q4 element based on Twice interpolation strategy 

SQ4C The Sort of Q4 element based on Combined strain strategy 

SQ4P The Sort of Q4 element based on Chebyshev Polynomial 

FEM Finite Element Method 

FGM Functionally Graded Material       

FGP Functionally Graded Porous 

GPLs Graphene PlateLets 

P-S Symmetric Porosity distribution 

P-A Asymmetric porosity distribution 

P-U Uniform Porosity distribution 

GPL-S Graphene PlateLet Symmetric distribution 

GPL-A Graphene PlateLet Asymmetric distribution 

GPL-U Graphene PlateLet Uniform distribution 

TIS Twice interpolation strategy 

FSDT First-order Shear Deformation Theory 

HSDT Higher-order Shear Deformation Theory 

HBQ8 8-node Quadrilateral Assumed-Stress Hybrid Shell element 

KUMBA 8-node Curved Shell element with Reduced Integration 

PREFACE 

1. Rationale 



                                                       

Based on the continuous emergence of new complex problems (related to 

new materials, more precise boundary conditions, or more complex interaction 

conditions, etc.), FEM still has certain limitations related to discrete element 

techniques, accuracy, stability, computational cost, flexibility, etc. Therefore, 

it is always important to suggest technical improvements to FEM in plate/shell 

behavior simulation. 

2. Research task 

Development of finite element techniques for plate/shell structural analysis. 

3. Research scope 

Static bending, free vibration, buckling analysis of plate/shell structures 

based on proposed elements. 

4. Research approach and methods 

- Theoretical research 

- Development of finite element techniques 

- Numerical simulation 

- Analyze and evaluate the results. 

5. Scientific and practical significance of the research theme 

This thesis develops the necessary calculation techniques at present when 

computational techniques are increasingly applied in practice, with the objects 

being plate/shell structures in engineering. From the research results of the thesis, 

the proposed elements can be added into the modules of existing softwares. 

6. Dissertation outline 

 Thesis includes: Preface; Chapter 1: Introduction; Chapter 2: Theoretical basis; 

Chapters 3, 4, 5 and 6: SQ4H, SQ4T, SQ4C and SQ4P Elements; Chapter 7: 

Error estimates among the proposed elements, Chapter 8: Conclusions and future 

works together with the References and the List of publications. 
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Chapter 1        INTRODUCTION 

Plates and shells are common structures in real life, they are used as roofs, 

floors, walls, silos, tanks, etc. Figure 1.1 [1-3]. Among the numerical methods 

used to simulate as well as analyze the mechanical behavior of plate and shell 

structures [4-144], the finite element method (FEM) is the most widely used and 

effective method.  

1D 3D2D

Mid-plane

 
Figure 1.1: 1D, 2D and 3D structures 

This thesis creates a simple set of 4-node quadrilateral elements in the 

formulation for plate/shell analysis, namely, SQ4H, SQ4T, SQ4C and SQ4P.  

The thesis consists of eight chapters with a list of publications and references. 

Chapter 2        THEORETICAL BASIS 

Materials: Isotropic material [1-4, 6, 7], composite material [5, 21, 22, 38, 65], 

functionally graded material FGM [66-74] and functionally graded porous FGP 

(P-S, P-A, P-U) reinforced by graphene platelets GPLs (GPL-S, GPL-A, GPL-U) 

[68-82, 141, 142]. 

Plate/Shell theories: FSDT and HSDT [2, 65, 108, 116, 119, 123]. 

Finite element formulation: Based on [4, 5, 35], the weak form formulas for 

a 4-node isoparametric quadrilateral membrane element and a 4-node 

quadrilateral plate bending element including shear strain, lead to a 4-node flat 

shell element, as Figure 2.15, 2.16 & 2.17 are presented in this thesis.  
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Figure 2.15: A 4-node 

isoparametric quadrilateral 

membrane element 

Figure 2.16: A 4-node 

quadrilateral plate bending 

element 

Figure 2.17: The projection of a 

warped shell element into a flat 

mean plane 

Chapter 3         SQ4H ELEMENT 

The HSDT of Reddy is presented 

                     ( ) ( ) ( )2 3

0 0, , 4 / 3 /y yu x y z u z h z w x = + − +    

(3.6)                      ( ) ( ) ( )2 3

0 0, , 4 / 3 /x xv x y z v z h z w y = − − − +    

                     ( ) 0, ,w x y z w=  

Expressing 
0 / xw x   =  and 

0 / yw y   =  equation (3.6) can be rewritten as 

                     ( ) ( ) ( )3 2 3 2

0, , 4 / 3 4 / 3y xu x y z u z z h z h = + − −  

(3.7)                      ( ) ( ) ( )3 2 3 2

0, , 4 / 3 4 / 3x yv x y z v z z h z h = − − −  

                     ( ) 0, ,w x y z w=  

 Finite element formulas applied to HSDT often require a higher-order 

continuous approximation. This leads to complexity when establishing the 

finite element approximation function. To overcome this, Reddy proposed a 

different calculation form applicable to HSDT that only requires C0 continuity 

for displacement fields, called C0-HSDT. In the C0-HSDT, two additional 

variables are joined. According to equation (3.7), The displacement field 

includes seven unknown variables as 
0u ,

0v ,
0w ,

x ,
y ,

x and
y , Figure 3.1. The 

SQ4H element is formed based on cell-based strain smoothing enhancement 

combined with the type of C0-HSDT and the small strain-large displacement 

theory of Von Karman for nonlinear analysis of mechanical problems.  

h Projected plane 
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Figure 3.1: Positive direction of displacements 

The strain field is obtained 

2

2 3

1 22

2
4

2
3

x
,x ,x

y ,y ,y m b b

,y ,x ,x ,y
xy

u w /

v w / z z
hu v w w







   +
   

= = + = + −   
   + +

  

ε ε ε ε  (3.9) 

2
0,

0,
2

0, 0,

0, 0,
0, 0,

/ 2

/ 2

x
x

L NL

m y y m m

x y
y x

u w

v w

w w
u v

   
   

= + = +   
   

 + 

ε ε ε ;    
0,

0,

0,

0,

0, 0,

0
1 1

0
2 2

x

xNL

m y

y

y x

w
w

w
w

w w

 
    

= =  
   

 

ε θ  

(3.10) 

,

1 ,

, ,

y x

b x y

y y x x





 

 
 

= − 
 − 

ε ;    
, ,

2 , ,

, , , ,

y x x x

b x y y y

y y x x x y y x

 

 

   

 +
 

= − + 
 − + + 

ε  

2

1 2s s sz= +ε ε ε     
0,

1

0,

x y

s

y x

w

w





+ 
=  

− 
ε     2 2

4 x y

s

y xh

 

 

+ 
= −  

− 
ε  (3.11) 

Geometrically nonlinear analysis  

1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ 0 0 0 0

T T
L NL L NL

m b b s s m
   = + = +   ε ε ε ε ε ε ε ε ε  (3.13) 

The displacement field u of the element is approximated through T

i i iu v=q  

i xi yi xi yiw       

4

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

i

i

i

i i

i
i

i

i

N

N

N

N

N

N

N

=

=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

u q ,   ( )( )
1

1 1
4

i i iN    = + +  (3.16) 

The membrane, bending and shear strain vectors can be expressed in the 

following form 
4

1

L
m i

L
mi

i

B

=

=  q

  

4

1

1

1 b i i

i

b

=

= B qε

 

4

2

1

2 b i i

i

b

=

= B qε

 

(3.18) 
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4

1

NL NL
m mi i

i=

= ε B q

 

4

1 1

1

s s i i

i=

= B q

 

4

2 2

1

s s i i

i=

= B q  

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i ,x

L
mi i ,y

i ,y i ,x

N

N

N N

=

 
 
 
 
  

B   
1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i ,x

b i i ,y

i ,x i ,y

N

N

N N

= −

−

 
 
 
 
  

B  

(3.19) 

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

i ,x i ,x

b i i ,y i ,y

i ,x i ,y i ,y i ,x

N N

N N

N N N N

= −

−

 
 
 
 
  

B  

0
0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0 0

i ,x
i ,xNL

mi i i ,y
i ,y

i ,y i ,x

N
N

N
N

N N

= =

 
   
   

  
  

B G  

1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i ,x i

s i
i ,y i

N N

N N
=

−

 
 
 

B    2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i i
s i

i i

N N

N N
=

−

 
 
 

B  

Based on the cell-based strain smoothing technique according to the authors 

Nguyen-Xuan, Nguyen-Thoi, Nguyen-Van, etc. [4, 5, 14-17, 20-22, 35, 83, 128, 

129] and Figure 3.3 

( )

( )

( )

( ) ( )

1

4

1 1

1 1

0 0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

nG

n i bn x

n

nG

C n i bn y

m nC

nG nG

n i bn y n i bn x

n n

L C

mi m

w N n

w N n
A

w N n w N n

l

=

= =

= =

=

 
 
 
 
 
 
 
  



 

 

x

B x x

x x

 (3.25) 

NL
mi i=B G , 

4

1

0 0 0 0 0 01

0 0 0 0 0 0

G
i g x c

i g
G

c i g yg

N ( )n
l ,

A N ( )n=

=

 
 
 
 


x

G

x  

(3.27) 

( )

( )

( ) ( )

4

1

4 4

1 1

4 4

1 1

1
0

1
0

1 1

G c
i j x j i

c j

G c
i j y j i

ci j

G c G c
i j y j i i j x j i

c cj j

N n l w
A

N n l w
A

N n l w N n l w
A A

=

= =

= =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

x

= x

x x

  
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4

1

1

0 0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

G
i b x

G
b i i b y b

c b G G
i b x i b y

N ( )n

N ( )n l
A

N ( )n N ( )n
=

= −

−

 
 
 
 
 
 


x

B x

x x

 

(3.29) 
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0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

0 0 0

G G

i b x i b x
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b i i b y i b y b

c b G G G G

i b x i b y i b y i b x

N ( )n N ( )n

N ( )n N ( )n l
A
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=

= −

−

 
 
 
 
 
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

x x

B x x

x x x x

 

( ) ( )

( ) ( )
1

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

c

c

i x i

c

s i

i y i

c

N n d N
A

N n d N
A









=

−

 
 
 
 
 
 
 
 





x x

B

x x

 

(3.31) 

( ) ( )

( ) ( )2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i i
s i

i i

N N

N N
=

−

 
 
 

x x
B

x x
 

with nG is the number of Gauss integration points, xbn the Gauss points, 
nw  the 

corresponding weighting coefficients and 
iw  the deflection at the node i of the 

element. The element tangent stiffness matrix is defined as [83-94] 

T L NL g= + +K K K K  (3.33) 

 

 

Figure 3.3: nC=1 & 2 and the values of shape functions at nodes in the format (N1; N2; N3; N4) 

Finally, the nonlinear equation can be rewritten as 

t t t t
T

 +=K q P - F ,    ( )
tt *

L NL d


F = B + B  ,   1
t * t * t *

i i + = +σ σ σ  (3.35) 

Chapter 4    SQ4T ELEMENT 

TIS was first introduced by the authors Zheng, Bui Q.T, etc [51-53]. This 

technique establishes high-order shape functions that take into account the 

influence of the group of neighboring nodes on the considered element, which 

can match with irregular mesh in some types of problems. The results converge 
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with quite high accuracy and the resulting stress field is continuous across the 

element boundary. The difference between FEM based on TIS compared to the 

traditional one can be seen in Figures 4.1, 4.2 & 4.3. 

 

1

The considered element

Supporting domain S1

Supporting node

 
Figure 4.1: A 4-node quadrilateral element Figure 4.2: Supporting domain of node 1 

  
(a) (b) 

Figure 4.3: Visualization of the shape functions: a) traditional, b) TIS strategies [51] 

The displacement field is approximated as 

( ) ( ) ( )
1

N

spn

i i

i

u

=

= =x x q N x q  (4.1) 

1 1 1 2 2 2
1 1 1 2 2 2

node 1 node 2

3 3 3 4 4 4
3 3 3 4 4 4

node 3 node 4

N [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
i x y x yi i,x i,y i i,x i,y

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
x y x yi i,x i,y i i,x i,y

N N N N N N

N N N N N N

     

     

= + + + + +

+ + + + + +
 (4.2) 

( )
1

1 1[ ] [ ][ e ]
ei,x i,x

e S

N N



=  ,  ( )
1

1 1[ ] [ ][ e ]
ei,y i,y

e S

N N



=  ,  

1

e e e

e S

/  



=   với 1e S  
(4.3) 

        2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 3 1 4 1 2 1 3 1 4N N N N N N N N N N N N N = + + + − − −  

(4.4) 

( )( )
( )( )
( )( )

2
1 1 2 1 2 1 2 3 1 2 4

2
1 3 1 3 1 3 2 1 3 4

2
1 4 1 4 1 4 2 1 4 3

0 5 0 5

0 5 0 5

0 5 0 5

x x x N N . N N N . N N N

x x N N . N N N . N N N

x x N N . N N N . N N N

 = − − + +

− − + +

− − + +
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( )( )
( )( )
( )( )

2
1 2 1 2 3 1 2 4

2
1 3 1 3 1 3 2 1 3 4

2
1 4 1 4 1 4 2 1 4 3

0 5 0 5

0 5 0 5

0 5 0 5

1y 1 2y y N N . N N N . N N N

y y N N . N N N . N N N

y y N N . N N N . N N N

 = − − + +

− − + +

− − + +

 

1 1 4i i iN ( )( ) /  = + + ,    1 2 3 4i , , ,=
 

(4.5) 

These functions associated with node 1 satisfy the following conditions 

( )1 1i i =x , ( )1 0,x i =x , ( )1 0,y i =x , ( )1 0x i =x , ( )1 1x,x i i =x ,     

( )1 0x,y i =x , ( )1 0y i =x , ( )1 0y,x i =x , ( )1 1y,y i i =x  
(4.6) 

1

1 1

0 1
i

if i

if i


=
= 


 

Constructing a 4-node quadrilateral element with 5 degrees of freedom for each 

node, namely SQ4T, and applying FSDT, the linear and nonlinear strains can 

be shown  

( ) ( )m C m C e=x B x q ,  ( ) ( )b C b C e=x B x q ,  ( ) ( )s C s C e=x B x q
 

(4.16) 

( )

1

1

1 1
3 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
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sp

sp

sp sp
sp

,x n ,x

m C ,y n ,y

,y ,x n ,y n ,x
n

N ... N

N ... N

N N ... N N


 
 
 =
 
 
 

B x
 

(4.17) 
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1

1

1 1
3 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
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sp

sp

sp sp
sp

,x n ,x

b C ,y n ,x

,y ,x n ,x n ,x
n

N ... N

N ... N

N N ... N N
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 
 =
 
 
 

B x
 

( )
1 1

1 1
2 5

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

sp sp

sp sp
sp

,x n ,x n

s C

,y n ,y n
n

N N ... N N

N N ... N N


 
 =
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 

B x

 

( )1i ..nsp

T

e i i i xi yiu v w  
=

 =  q

 In case of nonlinear bending analysis 

( ) ( )NL NL

m C m C e=x B x q ,   NL

m =B G
 

(4.23) 1

1
2 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

sp

sp
sp

,x n ,x

, y n ,y
n

N ... N
,

N ... N


=
 
 
  

G  

( )1

0

0

sp

i ,x i

i , y i

i , y i i ,x i i ..n

N w

N w

N w N w
=

 
 
 
 
 

=  

The element tangent stiffness matrix is defined as 

T L NL gNL= + +K K K K
 

(4.26) 
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dT *

L L L



= K B D B , dT *

NL NL NL



= K B D B , dT

gNL
ˆ



= K G NG
 

(4.27) 
L

m

L b

s

 
 

=  
 
 

B

B B

B

, 

NL

m

NL

 
 

=  
 
 

B

B 0

0
 

, ˆ x xy

xy y

N N

N N

 
=  

  

N , *

 
 

=  
  

A B 0

D B D 0

0 0 C
 

The nonlinear equation is presented similarly with (3.35). 

Chapter 5        SQ4C ELEMENT 

 In the plate/shell studies with FSDT, a great concern is the appearance of 

shear locking phenomenon as the thickness-to-span ratio of the structure 

becomes too small due to shear strain energy being not removed. To overcome 

this phenomenon, according to the authors Bathe and Dvorkin [10, 11], consider 

the transverse shear strain as constant along the edges of the element as shown 

in Figure 5.1. The transverse shear strain field is built through the 4 tying points 

A, B, C and D according to the formulas 

( ) ( )( ) ( )1 1
1 1

2 2

D B

s s s

    = +  + −   

(5.1) 

( ) ( )( ) ( )1 1
1 1

2 2

C A

s s s

    = +  + −   

in which (A)

s

 , (B)

s

 , (C)

s

 , (D)

s

  are the transverse shear strains calculated 

directly through displacement approximation at the tying points. 

 

t 



(−) ()

(−−) (−)


  

=
co

n
st

 s 
  

=
co

n
st

 s

   =const


s

Tying point


  (D)

s


()

s


 (

C
)

s
 (


)

s

  =const


s

 

 D

1

2

3

4

5

t




 C

 B
 A

 
 
 

Figure 5.1: Tying positions for the 

assumed transverse shear strains 
Figure 5.2: The basis of defining virtual node 5 



9 

 

t 



(−) ()

(−−) (−)

  (D)m

  (B)m

  

(C
)

m
  

(A
)

m

Tying point
 





1

2

3

4

(124)

(234)
t

 

1

2

3

4
(134)

(123)





t

 

Figure 5.3: Tying points corresponding to the four non-overlapping triangular domains 

In addition, when analyzing a shell with a certain curvature and distorted mesh, 

it is easy to lead to the membrane locking phenomenon because the element 

used is a low-order quadrilateral element. To overcome this phenomenon, 

according to the authors Ko and Lee [23, 24], divide the element domain at the 

neutral surface into 4 sub-triangle domains as shown in Figure 5.2. Virtual node 

5 is calculated through 4 areas “124”, “234”, “134” và “123”  
4

5

1

i i

i


=

= x x  

(5.3)   234 124

1 2 3 4

234 124 234 124

134 123

134 123 134 123

1 A 1 1 1 1 A 1 1 1
0 0

2 A A 3 3 3 2 A A 3 3 3

1 A 1 1 1 1 A 1 1 1
0 0

2 A A 3 3 3 2 A A 3 3 3

    = +
+ +

+
+ +

   
      

   
      

 

The membrane strain field is built through the 4 tying points A, B, C and D 

according to the formulas and Figure 5.3 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

4 2 2

A B C D A C B D

m m m m m m m m m = + + + + − + + − +          (5.5) 

 

with ( )A

m , ( )B

m , ( )C

m
 
and ( )D

m  are membrane strains calculated through 4 sub-

triangle domains and located at 4 tying points A, B, C and D. It should be noted 

that at virtual node 5 no auxiliary degrees of freedom are added. Combining the 

technique of smoothed bending strains as shown in Figure 3.3, the SQ4C 

element is formed on the basis of a combination of membrane, bending and 

shear strains. The membrane strains are determined as 

m m m= B q  (5.13) 

with 
mB is related to (A)

mB , (B)

mB , (C)

mB and (D)

mB  of 4 sub-triangle domains. The 

bending strains are given  
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 ( ) ( )xb C b C b=x B q  

(5.14) 
( )

( )

( )

( ) ( )

4

1

0 x 0

1
0 0 x

0 x x

G

i b x

G C

bi C i b y b

bC
G G

i b y i b x

N n

N n l
A

N n N n
=

 
 
 =
 
 
 

B x  

AC is the area of the smoothing cell, xG

b
is Gauss point, C

bl  is the length of edge, 

note that 2 is the number of smoothing cells. The transverse shear strains are 

also established 

s s s= B q  (5.17) 

1 11 12
, , , , ,

21 22
, , , , ,

N N N

N N N

i i i i i

si

i i i i i

x y b b

x y b b

    

    

−
  

=   
    

B  

(5.18) 
111

,

R

i ib x =  , 112

,

R

i ib y =  , 221

,

R

i ib x=
 
, 222

,

R

i ib y=
 

 1 1 1 1i  − − ,  1 1 1 1i  − −
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2i,R ,R 1,B,A , 2,B,C , 3,D,C , 4,D,A  

The global stiffness matrix is shown 

m

T

mb mb b s= + + + +K K K K K K  (5.20) 

dT

m m m


= K B AB ,  dT

mb m b


= K B BB ,  
1

d
cn

T T

b b b bi bi C

i

A


=

=  = K B DB B DB  
(5.21) 

2cn = , dT

s s s


=  sK B C B
 

In the case of connecting with stiffeners, the SQ4C element is added a 6th 

degree of freedom 
z  for each node according to [5, 48, 130-132]. Matrix 

mK is 

rewritten  

d dT T

m m m 
 

=  +  K B AB b b , G =  (5.25) 

( )

,

,x

, ,

1

2

1

2

1

2

i y

i i

i y i x i

N

N

Nx Ny N

 
− 

 
 = −
 
 
 − + −
  

b , ( ) ( )( )
1

, 1 1 , 1,2,3,4
4

i i iN i    = + + =  (5.26) 

( )
1

8
i ij l ik mNx y N y N= − , ( )

1

8
i ij l ik mNy x N x N= − , 

ij j ix x x= − , 
ij j iy y y= −  

(5.27) 
i = 1, 2, 3,4;  m = i + 4;  l = m – 1 + 4 * floor(1/i); k = mod(m,4) + 1;  j = l – 4; 
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Figure 5.5: Description of a stiffened plate structure 

Using Timoshenko beam theory to calculate stiffener. For general cases, we 

consider a stiffener that is placed askew an angle α to x-axis as shown in Figure 

5.5. The length of the stiffener element lst is limited to the quadrilateral element 

SQ4C and depending on the mesh of plate, h and t are the plate thickness and 

the height of the stiffener, respectively. A local coordinate O’rsz having O’rs 

plane coincides with the Oxy plane. We assume that the displacements of 

stiffeners and plate are the same at the contact positions. The relationship 

between the local coordinate and the global coordinate as well as the strains of 

stiffener are presented 

cos sin 0 0 0 0

sin cos 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 1

r

s

z

st

r x

s y

z z

u u

u v

u w

 

 

  

  

 

    
    

−    
    

= = =    
    
    −
    
         

u Lu  (5.28) 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r

s

z

st

r

s

z

e eu
r r r r

u

ur r

r r

r r







      
       
    

     
     

= = =    
     

     
          

    

Lu u   (5.29) 

e is the eccentricity between the mid-plane of plate and the centroid of beam. 

By using the two-node isoparametric Timoshenko beam element to model the 

stiffener  
2

6

1

st st

i i

i

N
=

= u I q  (5.30) 

Middle plane 

Stiffener 
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( )1 1 / 2stN = −  and ( )2 1 / 2stN = +  are the linear shape functions in natural 

coordinates. The stiffness and geometric matrices are given as 

( ) d

e

T
st st st st

e

l

l= K N D N  ,    ( ) d

e

T
st st st st

eg

l

l= K N N    (5.31) 

( ), ,5 / 6,st

st s stdiag EA EI GA GJ=D ,  ( )( )0 2 0,st

st x s st xdiag A I e A = +  (5.33) 

Ast is the cross-section area of stiffener,
sI  is the second moment of stiffener 

cross-sectional area about an axis which goes through the centroid of the 

stiffener and is parallel with the s-axis, 4 / 40st rJ A I  is St.Venant’s torsion 

constant and 
rI  is the second moment of stiffener cross-sectional area about an 

axis which goes through the centroid of the stiffener and is parallel with the r-

axis, besides, E, G are material constants. 

Chapter 6            SQ4P ELEMENT 

The Chebyshev polynomials of the first kind are defined by [31, 138, 139] 

( ) ( )cos cosp pT x T p = =   (6.1) 

with 1 cos 1x −  =   and  

( ) ( )cos 1 2cos cos cos 1p p p   + = − −  (6.2) 

From equations (6.1) and (6.2) 

( ) ( ) ( )1 12 , 0,1,2...p p pT x xT x T x p+ −= − =  (6.3) 

The polynomial ( )pT x , with 2p  , vanishes at the points x
i
 defined by 

( ) ( )cos 2 1 / 2 , 1,2,3,... 0i p ix i p i T x= −  −  =  =    (6.4) 

Attempting to approximate an unknown function ( )f x  based on Lagrangian 

interpolation polynomial ( )x  through the known points ( )( ),k kx f x  using 

Chebyshev polynomials as follows 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

and
p

i i k k

i

f x x a T x f x x 
−

=

 = =  (6.5) 

Using the orthogonal property of Chebyshev polynomials on the interval [-1,1]  

( ) ( ) ( )2

1 1

/
p p

i k i k i k

k k

a f x T x T x
= =

=    

(6.6) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2

1 0 1

/
p p p

i k i i j k

k i j

x T x T x T x f x
−

= = =

 
=  

 
   

Expressing ( )cos / 2x p =  



13 

 

( ) ( ) ( )
1

p
Che

k k

k

N f   
=

=   (6.8) 

One-dimensional shape function ( )Che

kN   is defined by 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )
1

2

0 1

cos / 2 cos / 2 / cos / 2
p p

Che

k i k i i j

i j

N T p T p T p      
−

= =

 
=  

 
   

(6.9) 

( ) ( )cos 2 1 / 2 / cos / 2 , 1,2,...,i i p p i p  = −  −  =   

For two-dimensional problems, the parameter space is defined by 

( )    , 1,1 1,1   −  −  (6.11) 

So the shape function associated with node ( ),i jI    in parameter space is 

defined by  

( ) ( ) ( ),Che Che Che

I i jN N N   =  (6.12) 

where ( )Che

iN   is one-dimensional p1-order shape functions defined on the set 

 1,1  −  và ( )Che

jN   is one-dimensional p2-order shape functions defined on 

the set  1,1  − . Figure 6.1 shows the third-order and fourth-order shape 

functions in 1D. The 4-node quadrilateral SQ4P element with 5 degrees of 

freedom per node is built based on FSDT and Chebyshev polynomials. The 

number of [(p1+1)(p2+1)-4] virtual nodes is added to the element domain as 

depicted in Figures 6.2 & 6.3.   

 
Figure 6.1: Third-order and fourth-order shape functions in 1D 

 





(−) ()

(−−) (−)

(    )i j

virtual node  
Figure 6.2: Positive direction of Figure 6.3: SQ4P element in natural 
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displacements coordinate system with p1=p2=3 

The membrane, bending and shear strains can be obtained 

( ) ( )m C m C e=x B x q  (6.18) 

( )

( )( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 5 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Che Che

,x p p ,x

Che Che

m C ,y p p ,y

Che Che Che Che

,y ,x p p ,y p p ,x
p p

N ... N

N ... N

N N ... N N

+ +

+ +

+ + + +
  + +

=

 
 
 
 
  

B x  

(6.19) 

( )( )( )1 1 11 2i .. p p

T

e i i i xi yiu v w  
= + +

 =  q  

( ) ( )b C b C e=x B x q  (6.20) 

( )

( )( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 5 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Che Che

,x p p ,x

Che Che

b C ,y p p ,y

Che Che Che Che

,y ,x p p ,y p p ,x
p p

N ... N

N ... N

N N ... N N

+ +

+ +

+ + + +
  + +

=

 
 
 
 
  

B x  (6.21) 

( ) ( )s C s C e=x B x q  (6.22) 

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 5 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

s C

Che Che Che Che

,x p p ,x p p

Che Che Che Che

,y p p ,y p p
p p

N N ... N N

N N ... N N

+ + + +

+ + + +
  + +

=

 
 
  

B x

 (6.23) 

The global stiffness matrix is presented 

d d d d dT T T T T

m m m b b m b b s s

    

 +  +  +  +     K = B AB B BB B BB B DB B CB  (6.24) 

For shell structures, the in-plane rotational displacement component is added to 

the local stiffness matrix. The null values of the stiffness corresponding to this 

degree of freedom are assigned approximate values, usually 10-3 times the 

maximum diagonal value in the element stiffness matrix. In this thesis, the full 

quadrature rule is implemented, so the number of Gaussian points used for each 

element is (p1+1)(p2+1) and the corresponding total degrees of freedom for 

each element is 5(p1+1)(p2+1), obviously 6(p1+1)(p2+1) for shell.  

Chapter 7          ERROR ESTIMATES AMONG THE PROPOSED 

ELEMENTS 

An isotropic plate subjected to uniform load: 

The square plate as shown in Figure 7.1 with two kinds of boundary 

condition as simply supported (SSSS) and clamped (CCCC) under the change 

of the length to thickness ratio a/h = 10, 100, 1000, 10000 is analyzed. It is 



15 

 

subjected to a uniformly distributed load q with material properties such as E = 

1.092 Mpa and µ = 0.3. The normalized central deflection is calculated by  
* 3 4 2(100 ) / [12 (1 )]cw Eh w qa = − . Comparison the results when using four 

elements: SQ4H, SQ4T, SQ4C and SQ4P. The exact solution is referenced 

from the literature [140] of the author Taylor et al. 

 
Figure 7.1: A square plate under uniformly distributed load 

Figures 7.2.a-h show the relative errors with 6 x 6, 8 x 8, 10 x 10, 12 x 12 and 

14 x 14 meshes for (SSSS) and a/h = 10, 100, 1000 and 10000. Table 7.1 

presents the normalized central deflection values obtained using four elements 

of this thesis. It can be seen that the result obtained by the SQ4P element is the 

best, followed by the result of the SQ4H element, and finally by the SQ4C and 

SQ4T elements. The content of the comment is completely similar to the 

(CCCC) condition as shown in Table 7.2 and Figures 7.3.a-d. Especially in some 

cases, the instability of the results obtained by the SQ4T element as shown in 

Figure 7.2.a and Figure 7.3.a is related to the calculation through the supporting 

domain of the considered element. A closer assessment of this issue can be 

done in the future. 

  
(a)    a/h = 10, SSSS (b)    a/h = 10, SSSS 
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(c)    a/h = 100, SSSS (d)    a/h = 100, SSSS 

  
(e)    a/h = 1000, SSSS (f)    a/h = 1000, SSSS 

  
(g)    a/h = 10000, SSSS (h)    a/h = 10000, SSSS 

Figure 7.2: The relative error of the normalized deflection of a (SSSS) square plate with a/h = 

10, 100, 1000, 10000 
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(a)    a/h = 10, CCCC (b)    a/h = 10, CCCC 

  
(c)    a/h = 10000, CCCC (d)    a/h = 10000, CCCC 

Figure 7.3: The relative error of the normalized deflection of a (CCCC) square plate with a/h = 

10, 10000 

 

Table 7.1: Comparison of the normalized central deflection of the (SSSS) square plate 
*w   (SSSS) 

Mesh 6 x 6 8 x 8 10 x 10 12 x 12 14 x 14 

a/h = 10 

SQ4H 0.428705 0.428053 0.427756 0.427607 0.427517 

SQ4T 0.416173 0.422814 0.425944 0.427656 0.428687 

SQ4C 0.439931 0.434335 0.431777 0.430397 0.429568 

SQ4P 0.427287 0.427285 0.427284 0.427284 0.427284 

a/h = 100 

SQ4H 0.406833 0.406661 0.406582 0.40654 0.406515 
SQ4T 0.392431 0.398544 0.401415 0.402984 0.403928 

SQ4C 0.418631 0.413238 0.410774 0.409444 0.408646 

SQ4P 0.406494 0.406459 0.406451 0.406448 0.406447 

a/h = 1000 

SQ4H 0.406614 0.406447 0.40637 0.406329 0.406305 

SQ4T 0.392193 0.398301 0.40117 0.402737 0.403680 

SQ4C 0.418418 0.413027 0.410564 0.409235 0.408436 
SQ4P 0.406293 0.406254 0.406244 0.406241 0.406239 

a/h = 10000 

SQ4H 0.406612 0.406445 0.406368 0.406327 0.406303 
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SQ4T 0.392191 0.398299 0.401167 0.402735 0.403678 

SQ4C 0.418416 0.413025 0.410561 0.409233 0.408434 

SQ4P 0.406291 0.406253 0.406242 0.406239 0.406237 

 

Table 7.2: Comparison of the normalized central deflection of the (CCCC) square plate 
*w   (CCCC) 

Mesh 6 x 6 8 x 8 10 x 10 12 x 12 14 x 14 

a/h = 10 

SQ4H 0.149973 0.150578 0.150268 0.150302 0.150256 
SQ4T 0.158590 0.154636 0.152279 0.150808 0.149836 

SQ4C 0.161212 0.156231 0.153900 0.152630 0.151863 

SQ4P 0.150448 0.150458 0.150461 0.150462 0.150462 

a/h = 100 

SQ4H 0.126546 0.126640 0.126684 0.126716 0.126731 

SQ4T 0.140491 0.135932 0.133233 0.131559 0.130452 

SQ4C 0.139258 0.133919 0.131395 0.130004 0.129159 
SQ4P 0.126763 0.126776 0.126781 0.126783 0.126784 

a/h = 1000 

SQ4H 0.126300 0.126382 0.126433 0.126461 0.126479 

SQ4T 0.140306 0.135739 0.133036 0.131359 0.130251 
SQ4C 0.139034 0.133691 0.131163 0.129770 0.128923 

SQ4P 0.126510 0.126524 0.126530 0.126532 0.126533 

a/h = 10000 

SQ4H 0.126297 0.126379 0.126430 0.126459 0.126477 
SQ4T 0.140304 0.135737 0.133034 0.131357 0.130249 

SQ4C 0.139032 0.133688 0.131160 0.129768 0.128921 

SQ4P 0.126508 0.126522 0.126527 0.126529 0.126531 

 

Table 7.3: Comparison of the computational cost (s) 

SSSS, a/h = 10 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 
(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.47674 s 11.2697 s 2.2078 s 81.9208 s 2.8599 s 

SSSS, a/h = 10000 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 

(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.47621 s 11.6926 s 2.7641 s 83.1269 s 2.9227 s 

CCCC, a/h = 10 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 

(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 
0.7518 s 11.0411 s 2.4872 s 83.3733 s 2.9587 s 

CCCC, a/h = 10000 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 
(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.7202 s 11.3438 s 2.9373 s 83.7899 s 2.9251 s 

On the basis of a computer with Intel ® Core ™ i7 @ 2.80 GHz, 8.00GB RAM, 

the comparison of computational costs among these elements is shown in Table 

7.3. If based on the equivalent number of elements, it can be seen that the 
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computational time in seconds (s) of the SQ4P element is the largest. However, 

using p1=p2=3 for the SQ4P element makes the total number of degrees of 

freedom (dofs) of this element much larger than the rest. The comparison based 

on the approximate total number of dofs shows that the computational time of 

the SQ4T element is the largest. This is also shown in Table 7.3. 

Free vibration of an isotropic plate 

In this section, the thesis deals with the free vibration analysis of thin (a/h = 

200) and thick (a/h = 10) square plates with two boundary conditions: (SSSS) 

and (CCCC). Material properties: E = 200 GPa, µ = 0.3 and ρ = 8000 kg/m3. 

The normalized first four frequencies ( ) ( )
1/4

* 4 2 212 1 /vib a Eh    = −
 

based on 

four elements: SQ4H, SQ4T, SQ4C and SQ4P with an 8x8 mesh are given in 

Table 7.4 and Figure 7.4. These results are compared with the exact solutions 

extracted from the paper of author Abbassian et al. [143]. Besides, the 

computational time is also recorded among these elements with a total number 

of degrees of freedom of approximately 1600 over the whole discrete domain. 

Table 7.5 shows that the calculational time of the SQ4T element is still the 

largest. 
 

Table 7.4: Comparison of the normalized first four frequencies of an isotropic square plate 
Mode a/h = 10, (SSSS) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Exact 

1 4.373 4.368 4.369 4.366 4.37 

2 6.787 6.757 6.772 6.744 6.74 
3 6.787 6.757 6.772 6.744 6.74 

4 8.028 8.391 8.379 8.354 8.35 

Mode a/h = 10, (CCCC) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Exact 

1 5.726 5.738 5.715 5.703 5.71 

2 7.960 7.991 7.932 7.876 7.88 

3 7.960 7.991 7.932 7.876 7.88 
4 9.414 9.533 9.378 9.325 9.33 

Mode a/h = 200, (SSSS) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Exact 

1 4.450 4.455 4.445 4.443 4.443 

2 7.074 7.074 7.055 7.025 7.025 
3 7.074 7.074 7.055 7.025 7.025 

4 8.948 8.987 8.909 8.885 8.886 

Mode a/h = 200, (CCCC) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Exact 

1 6.024 5.986 6.000 5.998 5.999 
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2 8.671 8.576 8.610 8.567 8.568 

3 8.671 8.576 8.610 8.567 8.568 

4 10.522 10.451 10.419 10.403 10.407 

  
(a) Thin plate (b) Thick plate 

Figure 7.4: Comparison of the normalized first four frequencies 

An isotropic spherical shell subjected to uniform load 

A simply supported spherical shell under uniformly distributed load q as shown 

in Figure 7.5 is analyzed. The central deflection is compared with the other 

results from literature. Some characteristics: a = 32, R = 96, h = 0.32, E = 107, 

µ = 0.3 and q = 100.  Only one quadrant of the shell is analysed with 8 x 8, 12 x 

12 and 16 x 16 meshes using SQ4H, SQ4T, SQ4C and SQ4P elements. Table 7.6 

shows the results obtained by applying four elements, SQ4H, SQ4T, SQ4C and 

SQ4P and shows the reference results from [6] of the author Darilmaz et al., 

[144] of author Kumbasar et al. and [119] of author Reddy. 
 

Table 7.5: Comparison of the computational cost (s) 

SSSS, a/h = 10,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 
19.4063 s 30.2069 s 17.1924 s 10.6400 s 

CCCC, a/h = 10,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

13.3436 s 27.0411 s 13.9900 s 10.3403 s 

SSSS, a/h = 200,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

18.2277 s 30.4165 s 16.7336 s 10.3201 s 

CCCC, a/h = 200,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 
12.3259 s 26.2291 s 13.6833 s 10.1188 s 

According to Table 7.6, when compared with the analytic solution given by 

author Reddy, the results obtained by 3 elements, SQ4T, SQ4C and SQ4P, 
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follow the lower bound trend in which the best result is of the SQ4P element. 

With the SQ4T element, the error results are much related to the process of 

determining the supporting domain surrounding the considered element, 

especially for the double curved shell structure, leading to complexity in the 

calculation of the stiffness matrix. In addition, the results obtained by the 

SQ4H element follow the upper bound trend as shown in Table 7.6. 

 
Figure 7.5: An isotropic spherical shell 

 
Table 7.6: Comparison of the central deflection 

Comparison Mesh w  

SQ4H 8 x 8 0.3299 

12 x 12 0.3269 

16 x 16 0.3236 

SQ4T 8 x 8 0.2699 

12 x 12 0.2744 

16 x 16 0.2824 

 

SQ4C 

8 x 8 0.3108 

12 x 12 0.3124 

16 x 16 0.3129 

 

SQ4P 

8 x 8 0.3129 

12 x 12 0.3131 

16 x 16 0.3132 

HBQ8 [6] 0.3104 

KUMBA [144] 0.3304 

Analytic (Reddy) [119] 0.3138 

Chapter 8       CONCLUSIONS AND FUTURE WORKS 

In this thesis, the group of SQ4H, SQ4T, SQ4C and SQ4P elements are 

established to analyze the plate/shell structures. Specifically, the SQ4H element 

is formed based on cell-based strain smoothing enhancement combined with 

the type of C0-HSDT, the SQ4T element is related to the twice interpolation 
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strategy, the SQ4C element is based on the combined strain strategy with 

respect to overcoming membrane locking as well as shear locking phenomenon 

and using cell-based strain smoothing enhancement and the SQ4P element is 

built based on the outstanding properties of Chebyshev polynomials. The 

results of the current study include: 

• SQ4H element for nonlinear analysis of plate and folded plate structures. 

This element improves model accuracy and reduces numerical instability for 

geometrically nonlinear analysis. 

• SQ4T element for analysis of laminated composite or functionally graded 

plate and shell structures. By establishing high-order shape functions that 

take into account the influence of the group of neighboring nodes on the 

considering element, this element improves the discontinuity of its strain 

and stress across its boundaries. 

• SQ4C element for analysis of plate and shell structures with or without 

stiffeners. This element improves model accuracy and reduces numerical 

instability associated with membrane locking when analyzing shell 

structures. 

• SQ4P element for analysis of functionally graded porous plates/shells 

reinforced by graphene platelets. Improved numerical results based on the 

mesh and the order of Chebyshev polynomials. 

• The elements are established from the equivalent single layer (ESL) theory, 

so it is easy to adjust the material characteristics from isotropic materials to 

laminated composite materials, etc. 

• The membrane, bending, shear and geometric stiffness matrices are all 

established from which to determine the global stiffness matrix. Especially 

with SQ4H and SQ4C elements, the calculation of the bending and 

geometric stiffness matrices are integrated along the boundary of the 

smoothing domains instead of over the element surfaces like traditional 

techniques. 
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• All elements overcome the phenomenon of shear locking, membrane 

locking, especially overcoming the hourglass phenomenon (also known as 

spurious zero energy modes) when analyzing free vibration. 

• The elements each have their pros and cons in relation to the way they are 

set up, but subjectively they can be considered as simple quadrilateral 

elements in application. 

• Due to the comparison of the thesis's results based on SQ4H, SQ4T, SQ4C 

and SQ4P elements with results extracted from reputable and reliable 

literature, these elements should be extended in the future. 

Based on the established and verified processes, SQ4H, SQ4T, SQ4C and 

SQ4P elements can be used for further development in the following 

directions as below: 

• Deeper technical improvement, application of more modern 

calculation tools, more reasonable computational theoretical 

transformation. 

• More closely evaluate the properties of the proposed elements' 

calculation methods, such as: convergence rate, simplicity in 

meshing, compatibility and stability of numerical results, as well as 

computational costs. 

In addition, the proposed elements can be continued to expand the scope of 

numerical analysis for other mechanical problems such as: 

• Linear and nonlinear analysis of composite structures with integrated 

piezoelectric layers. 

• Linear and nonlinear analysis of porous plate/shell structures. 

• Fluid-structure interaction, … 

• Study of the behaviors of plate/shell structures under hygro–thermo–

mechanical loads.. 

• Analysis of microstructures based on combination with nonlocal 

elastic theory. 

•   Elasto-plastic analysis of composite structures. 

•   Materially nonlinear analysis.  
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